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ввеДение

радон (222Rn) является эффективным ин-
дикатором на напряженно-деформированное 
состояние геосреды, а его перенос – одним из 
геодинамических процессов, происходящих в 
земной коре. кроме того, радон – хороший ио-
низатор и поэтому оказывает влияние на прово-
димость воздуха и формирование электрического 
поля приземной атмосферы. 

изучением переноса радона в геологических 
средах занимаются сравнительно давно (Грам-
маков и др., 1957). такие исследования прово-
дились, как правило, для разведки урановых руд. 
при этом были разработаны математические 
модели, которые легли в основу теории  радоно-
вого (эманационного) метода поиска полезных 
ископаемых (Булашевич, Хайретдинов, 1959; 
Граммаков и др., 1957; новиков, капков, 1965). 
однако эти модели строились в предположении 
о том, что перенос радона осуществляется за счет 
процессов обычной диффузии в однородных 
пористых средах. так, например, в рамках этого 
подхода была рассмотрена задача стока радона в 
атмосферу (паровик и др., 2006, 2007).

но пористые среды обладают, как правило, 
фрактальными свойствами, наличие которых 
приводит к процессам аномальной диффузии 
или адвекции. целью данной работы является 

построение математической модели переноса 
радона в таких средах.

в настоящее время по многим направлениям 
развивается математическое моделирование 
массопереноса в средах, имеющих фрактальную 
структуру (крылов, Бобров, 2004; москалев, 
Шитов, 2007; тарасевич, 2002). например, в ра-
боте (сербина, 2007) рассмотрены фрактальные 
модели переноса влаги в водоносных системах, в 
работе (нахушева, 2006) разработаны одномер-
ные модели фильтрации в средах с фрактальной 
структурой, в работах (Большов и др., 2002; 
Драников, 2007) созданы модели фрактального 
выноса радионуклидов в атмосферу из хранилищ 
радиоактивных отходов, а в работе (потапов, 
2005) рассмотрены модели фрактального тур-
булентного переноса в атмосфере. как правило, 
механизмом переноса в этих моделях является 
аномальная диффузия, которая может приво-
дить к увеличению стока вещества в атмосферу 
в случае супердиффузии или к его уменьшению 
в режиме субдиффузии. 

математическое моДелирование 
процессов переноса раДона 

в естественныХ среДаХ

математическая модель обычной диффу-
зии радона. перенос радона в однородной по-
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ристой среде без фрактальных свойств описыва-
ется уравнением обычной диффузии и адвекции 
(Граммаков и др., 1957; новиков, капков, 1965):
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где D – коэффициент молекулярной диффузии 
радона в поровой среде, м2/с; Q – интенсивность 
объемных источников, кБк/м3с; u(x) – поровая 
активность радона, кБк/м3; η – коэффициент 
пористости среды, 0<η<1 (в атмосфере η=1); v – 
скорость адвекции в порах, м/с; λ – постоянная 
распада радона, 1/с. поры предполагаются от-
крытыми, т. е. соединенными между собой, что 
обеспечивает диффузию. 

соотношение (1) следует из уравнения не-
разрывности:
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и закона Фика:
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скорость адвекции в порах представима в 
виде: v v vd= + , где первое слагаемое – среднее 
значение скорости, а второе – ее флуктуации. 
в случае отсутствия регулярной адвекции, 
которая обычно связана с эффузией или конвек-
цией, 0v = . в случае стохастической адвекции 
усреднение по случайному полю скоростей vd  
приводит к диффузионному уравнению (1) для 
средней концентрации радона, но с другим коэф-
фициентом D, который зависит от интенсивности 
флуктуаций скорости vd  (кляцкин, 2005; уткин, 
20051). Эффекты, связанные с перечисленными 
типами адвекции, рассматриваться не будут.

уравнение переноса радона в приземный 
слой атмосферы (1) в стационарном случае мож-
но представить в виде:
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где D1 и D2 – коэффициенты диффузии в грунте 
и атмосфере.

предполагаем, что на границе двух сред (x=0) 
выполняются условия непрерывности концен-
трации и потока радона:
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1 уткин с.Г. статистика и кинематика ано-
мально-диффузионных процессов. Дисс. канд. физ.-
мат. наук. нижний новгород: нГу, 2005. 127 с.

а на внешних границах сред – краевые условия:
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решение задачи (4-6) , можно получить с по-
мощью интегрального преобразования лапласа 
и записать в следующей форме:
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где 1gl D l= – длина диффузии радона в 

грунте, 2al D l= – длина диффузии радона в 

приземном слое атмосферы.
модель переноса радона в среде с фракталь-

ными свойствами. если среда, в которой проис-
ходит перенос радона, обладает фрактальными 
свойствами, то тогда обобщенный закон Фика 
будет выглядеть следующим образом (учайкин, 
2003):
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где показатель дробности производной a , за-
висящий от хаусдорфовой размерности фрак-
тала (кобелев, 2001), может меняться в пределах 
0 2a< < . интервал 1 2a< <  соответствует 
аномальной диффузии, 1a=  – обычному пере-
носу, а 0 1a< <  – аномальной адвекции.

надо отметить, что соотношение (8) может 
иметь и другую форму записи, учитывающую 
асимметрию производной относительно точки x ,  
см., например, (учайкин, 2003; Metzler, Klafter, 
2000; Zaslavsky, 2002). Это обобщение рассматри-
ваться не будет.

при учете нелокальных эффектов по вре-
мени выражение (8) имеет более сложный вид 
(учайкин, 2003):
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где b  – показатель дробности производной по 
времени, меняется в пределах 0 1b< < . не-
локальность по времени зависимости ( ),q x t  
от ( ),u x t  связывают с прилипанием диффун-
дирующих атомов к стенкам пор. Эти эффекты 
здесь рассматриваться не будут.

с учетом (2) и (8) уравнение диффузии радона 
во фрактальной среде можно записать следую-
щим образом:
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при значении 2a=  осуществляется переход 
к уравнению обычной диффузии (1). ниже будем 
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рассматривать стационарный процесс стока 
радона из грунта в приземный слой атмосферы, 
полагая в (9) ( ), 0u x t t¶ ¶ = .

рассмотрим стационарную диффузию

 

радо-
на в среде с фрактальными свойствами. в этом 
случае уравнение (9) запишется в виде:

( ) ( )1 0 0, 0xD d u x u x Q xa l h- + = > ,
(10)
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2
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а вместо граничных условий (5) и будем 
иметь (нахушев, 2003; псху, 2005): 
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где
 0xd a  – оператор римана-лиувилля произ-

водной дробного порядка α (1<α<2), который 
действует по следующему правилу (Kilbas et al., 
2006):
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краевые условия (6) останутся без измене-
ния. решение модели (6, 10, 11) можно записать 
в терминах функции типа миттаг-леффлера 
(Джрбашян, 1966):
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– специальная функция типа миттаг-леффлера, 

1 1, aD l Dm l s l= = .
можно проверить, что при значении α=2 

и с учетом соотношений ( ) ( )2
2,1 chE x xm m=  

и ( ) ( )2
2,2 shE x x xm m m= , выражения (12) 

переходят в решения (7).
в случае 0 1a< <  меняется тип уравнения в 

грунте, что соответствует переходу супердиффу-
зии в аномальную адвекцию. при этом параметр 

1D  будет играть роль скорости переноса. 
решение уравнения (10) будут иметь вид:
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поэтому решение (13) окончательно запишется 
так:

0
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– 0 ( ), 0u E x xama >  , (14)
      

( )0
1 1( ) exp , 0au x u x l xam -= < . 

при значении 1a=  решения (12) и (14) 
перейдут в константу 0( )u x u= . Это означает, 
что происходит обычный перенос радона со 
скоростью 1D . 

отметим, что в случае 0 1a< <  в обобщен-
ном законе Фика (8) поток радона выражается 
через его концентрацию с помощью оператора 
дробного интегрирования, а не дифференциро-
вания, степень которого также связана с фрак-
тальной размерностью среды (кобелев, 2001; 
сербина, 2007). однако в этом случае в урав-
нении (9) появляется дополнительный фактор, 
влияющий на изменение концентрации радона. 
Действительно, если рассмотреть предельный 
случай и положить 0a= , то получим отсутствие 
переноса и рост или уменьшение концентрации 
радона в зависимости от соотношения параме-
тров 1D  и l .

таким образом, случай 0 1a< <  описывает 
не только процесс переноса, но еще и дополни-
тельное выделение радона в поровое простран-
ство из поровых фрактальных структур. 

результаты моДельныХ расчетов 
Для ФрактальныХ среД 

коэффициент диффузии 1D  зависит от за-
полнения пор, а 2D  – от турбулентности в атмос-
фере. оба параметра могут меняться в пределах 
нескольких порядков (новиков, капков, 1965), 
но есть сопоставимые их значения, когда поры 
заполнены воздухом, а атмосфера неподвиж-
на. чтобы не получалось сильных градиентов 
концентрации радона вблизи границы радела 
сред, используем при численном моделирова-
нии сопоставимые значения 1D  и 2D . значения 
параметров для численного расчета брались сле-
дующие (новиков, капков, 1965): λ = 2.1•10-6 1/с,  
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1D = 5.5•10-7 м2/с, 4•10-7 м2/с, Q = 2.1•10-6 1/м3с. 
расчетные кривые построены относительно 

нормированных координат по пространству и по 
концентрации радона. в первом случае норми-
ровка осуществлялась на длину диффузии gl  в 
грунте, а во втором – на значение величины 0u . 

в случае супердифузии (1 2a< < ) вблизи 
границы раздела сред распределения радона 
располагаются между кривыми 2a=  и 1 (рис. 1). 
первая из них соответствует обычной диффузии, 
а вторая – такой же адвекции. однако вглубь 
среды линии перегруппировываются в обратный 
порядок и с уменьшением α расчетные кривые за-
тягиваются, а это означает, что длина диффузии 
увеличивается, и радон легче проникает через 
пористый грунт. 

вычисления показывают, что в случае ано-
мальной адвекции ( 0 1a< < )  радон еще интен-
сивнее, чем при супердиффузии, выносится из 
фрактальной среде и концентрируется вблизи 
границы с атмосферой (рис. 2). Данное накопле-
ние концентрации радона является следствием 
анизотропии геосреды (кляцкин, 2005; Zaslavsky, 
2002). анизотропия геосреды связана с разуплот-
нением (дилатансией) пород, которое возникает 

Рис. 1. кривые концентрации радона в грунте и атмосфере в зависимости от параметра α: 2 (1); 1.8 (2);  
1.6 (3); 1.4 (4); 1.2 (5); 1 (6).

в результате их разрушения. а это значит, что 
аномальная адвекция может объяснить выбросы 
радона в периоды сильных деформационных 
возмущений. величина локального максимума 
определяется соотношением коэффициентов 1D  
и 2D .

аномальную адвекцию, как отмечалось 
выше, можно объяснить переносом, сопрово-
ждающимся выделением радона из поровых 
фрактальных структур в поровое пространство. 
однако каковы свойства этих структур, как они 
зависят от состояния среды, и каким образом 
размерность фрактала связана с показателем 
дробности производной в уравнении переноса – 
эти вопросы требуют отдельных исследований.

заключение

с использованием аппарата теории дробного 
дифференциального исчисления построена 
модель стока радона из пород с фрактальными 
свойствами в приземный слой атмосферы. рас-
смотрены стационарные режимы супердиффу-
зии и аномальной адвекции. найдены аналити-
ческие решения и получены пространственные 
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Рис. 2. кривые распределения концентрации радона в грунте и атмосфере в зависимости от параметра α:  
1 (1); 0.8 (2); 0.6 (3); 0.4 (4); 0.2 (5).

распределения концентрации радона в грунте и 
атмосфере. исследованы особенности переноса 
радона в зависимости от показателя дробности. 
показано, как при значениях 1a=  происходит 
смена режимов транспорта радона.
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MODELING PROCESSES A RADON TRANSFER IN FRACTIONAL STRUCTURE
MEDIUM AND IT DRAIN IN THE SURFACE LAYER OF THE ATMOSPHERE

R.I. Parovik1,2 

1Institute of Cosmophysical Researches and Radio Wave Propagation Far-Eastern Branch, 
Russian Academy of Sсiences, Paratunka, Kamchatka еdge, 684034  

2Kamchatka Vitus Bering State University, Petropavlovsk-Kamchatsky, 683032

The model of flowing the radon from rocks with fractional properties in the atmosphere near the surface is 
offered. The modes of superdiffusion and anomalous advection are considered. They analytical decisions 
are received and are compared with results the classical model. Peculiarities of changing the modes transfer 
are discussed.


