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Статья посвящена «томографическому» подходу к интерпретации геопотенциальных полей. 
Приводится краткий экскурс в историю развития интерпретационной томографии. Рассма-
триваются общие вопросы, касающиеся создания «эффективных» томографических моделей. 
В качестве одного из методов преобразования геопотенциальных полей для построения такого 
рода моделей предлагается использовать трансформации на основе истокообразной аппрокси-
мации. Данный вид преобразования позволяет учитывать информацию о рельефе поверхности 
наблюдений. При построении аналитической аппроксимации поля обычно выполняется решение 
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с приближенно заданной правой частью. 
На модельном примере исследованы отдельные вопросы, касающиеся обусловленности СЛАУ 
при различной глубине расположения эквивалентных источников. Произведено сопоставление 
двух итерационных методов решения систем, метода Зейделя и наискорейшего градиентного 
спуска. Показано, что последний позволяет достичь требуемой точности аппроксимации поля 
за меньшее число итераций. Подчеркивается преимущество в скорости расчетов при разрежении 
матрицы коэффициентов оператора преобразования (истокообразной функции). Приведен при-
мер использования данного подхода к интерпретации аномалий магнитного поля над подводным 
вулканом 3.18 в пределах Курильской островной дуги.
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ВВЕДЕНИЕ

Австрийский физик Иоганн Радон (Johann 
Karl August Radon) в 1917 г. доказал возможность 
полного восстановления структуры объекта 
по множеству изображений его срезов, а также 
построения новых изображений ранее не полу-
ченных срезов (Наттерер, 1990). Математической 
основой вычислительной (реконструктивной) 
томографии является восстановление многомер-
ных функций по их интегральным характеристи-

кам с использованием преобразования Радона 
(Волков, 2014). Наиболее важным практическим 
приложением этого открытия стала медицина: 
в 1972 г. Годфри Ньюболд Хаунсфилд (Godfrey 
Newbold Hounsfield) создал рентгеновский ком-
пьютерный томограф, предназначенный для 
исследования скрытых в организме образований 
(опухолей, внутренних кровоизлияний и т. п.), 
что существенно повысило возможности диа-
гностики и привело к созданию новых методов 
лечения (Наттерер, 1990).
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ТОМОГРАФИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

В прикладной геофизике широко исполь-
зуется сейсмическая томография, являющаяся 
основным источником информации о глубин-
ном строении Земли, интенсивно развиваются 
методы электроразведочной томографии. 
Томографический подход к интерпретации 
данных гравиразведки впервые был представлен 	
Ю.Я. Ващиловым (Ващилов, 1995), который в 1994 г. 	
продемонстрировал результаты послойного 
изучения «плотностной структуры земной коры 
и верхней мантии» на глубинах 20, 30, 40 и 60 км 
северо-востока России. Им был введен термин 
«гравиметрическая томография». По мнению 
Ю.Я. Ващилова, «массовая интерпретация ано-
малий силы тяжести в классе трехмерных блоко-
вых моделей источников возмущения позволяет 
получить величины относительных изменений 
плотности в горизонтальном направлении» 
(Бабаянц и др., 2004). 

В настоящее время можно считать сфор-
мировавшимся новое «направление в теории 
интерпретации потенциальных полей, связанное 
с попытками изучения в некоторых частных слу-
чаях вертикального распределения намагничен-
ности и плотности по данным магниторазведки 
и гравиразведки» (Бабаянц и др., 2004, с. 88). Это 
направление в русскоязычной среде получило 
название «интерпретационной томографии», 
внутри которой выделяются два подхода — филь-
трационный и аппроксимационный (Бабаянц 
и др., 2004). В первом случае тем или иным 
способом выделяются «разноглубинные» состав-
ляющие из наблюденного гравитационного (маг-
нитного) поля, во втором — строятся простран-
ственные распределения ответственных за поле 
физических параметров (плотности σ = σ(x, y, z) 	
или эффективной намагниченности J = J(x, y, z), 
в той или иной степени отражающие основные 
особенности структурно-тектонического стро-
ения изучаемого объема геологической среды. 
Краткий обзор методов интерпретационной 
томографии геопотенциальных полей приведен 
в работах (Долгаль, Шархимуллин, 2009а, 2009б).

Среди иностранных геофизиков «томографи-
ческий» подход к интерпретации геопотенциаль-
ных полей также распространен. Чаще всего его 
называют псевдотомографией (pseudo-tomography 
— англ.) (Abdelfattah et al., 2014; Abdelfattah et al., 
2020; Baillieux et al., 2014; Guglielmetti, Moscariello, 
2019) или вероятностной томографией (probability 
tomography — англ.) (Chianese, Lapenna, 2006; 
Hamzeh, Mehramuz, 2019; Iuliano et al., 2001; Liu 
et al., 2014; Mauriello, Patella, 2001, 2008), если 
результат представляется в виде нормированного 
распределения значений некоторого параметра 
в диапазоне [−1; 1] подобно функции плотности 
вероятности случайной величины. Предпри-
нимаются попытки представления результатов 

в виде более понятного интерпретатору эквива-
лентного распределения масс в нижнем полупро-
странстве (Guo et al., 2011a, 2011b).

Можно перечислить основные особенности, 
присущие большинству методов интерпретаци-
онной томографии, которые делают их привле-
кательными для геофизиков:

– использование минимума априорной 
информации об источниках поля;

– разделение интерпретируемого гравита-
ционного (магнитного) поля на составляющие, 
отождествляемые с влиянием разноглубинных 
(не обязательно горизонтальных) слоев горных 
пород;

– отсутствие трудоемких процедур построе-
ния начального приближения, используемых в 
методе подбора;

– применение сравнительно быстрых вычис-
лительных алгоритмов, допускающих обработку 
больших объемов исходной информации;

– возможность построения различных вари-
антов пространственных распределений гео-
плотностных (геомагнитных) неоднородностей 
в изучаемом объеме среды;

– широкий спектр способов визуализации 
результативных интепретационных построений 
(Долгаль и др., 2012).

Следует также отметить, что для методов 
гравиразведки и магниторазведки применение 
существующих алгоритмов реконструктивной 
томографии, как правило, не представляется 
возможным. Вместо серии проекционных сним-
ков (срезов) объекта (фрагмента геологической 
среды) на входе процесса томографической 
обработки имеется лишь одно 2D изображение — 	
карта (цифровая модель) аномального поля. Это 
влечет за собой невозможность корректного 
формирования на выходе 3D изображения с 
использованием обратного аналитического 
преобразования данных, в частности — путем 
решения интегрального уравнения Фредгольма 
I рода (Тихонов и др., 1987).

Поэтому для теоретического обоснования 
алгоритмов построения куба эффективного пара-
метра, приближенно отражающего распределе-
ние эффективной плотности (намагниченности) 
в пределах области исследований, используются 
элементы теории решения некорректных задач 
(Ладовский, Гемайдинов, 2018; Петрищевский, 
2007) и спектрального анализа (Керимов, 2020; 
Матусевич, 2013), а также представление поля 
в виде стационарного энергетического потока 
(Вдовина, 2010), функции плотности вероятности 
(Chianese, Lapenna, 2006; Hamzeh, Mehramuz, 2019; 
Iuliano et al., 2001; Liu et al., 2014; Mauriello, Patella, 
2001, 2008), эквивалентного распределения масс 
(Guo et al., 2011a, 2011b) и др. Однако до сих пор 
не удалось получить исчерпывающее теорети-
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ДОЛГАЛЬ и др.

ческое объяснение эффективности применения 
интерпретационной томографии. В частности, 
можно привести пример эффективного исполь-
зования фильтрационной томографии в системе 
КОСКАД (http://www.coscad3d.ru/) в пределах 
южного Мангышлака с целью изучения строения 
палеозойского комплекса горных пород1.

ПОСТРОЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ 
МОДЕЛЕЙ ГЕОЛОГИЧЕСКОЙ СРЕДЫ

В обобщенном виде при интерпретационной 
томографии по некоторому числу N измерений 
потенциального поля U выполняется постро-
ение распределения эффективного параметра 	
L = L(xi, yi, zi) неким образом связанного с 
полем, где i =

 
1,M , где M = KN — число точек 

(или элементарных объемов), K — количество 
слоев результирующей модели. Построение куба 
плотностей (намагниченностей) M источников 
с фиксированными геометрическими параме-
трами по N точкам поля можно было бы свести к 
задаче многомерной оптимизации ||Al – U || → min, 	
где A — аномальный эффект источника при l = 1, 	
но при численной реализации это потребует 
решения недоопределенной системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ), имеющей 
бесконечное множество решений.

Рассмотрим процесс интерпретационной 
томографии подробнее. Пусть исходное поле U 
задано в узлах произвольной сети на поверхно-
сти S(x, y), т. е. имеет двумерное (поверхностное) 
распределение. Различием в высотах h узлов 
пока можно пренебречь. Для нового параметра, 
который будет являться результатом интерпре-
тационной томографии, создается трехмерный 
(объемный) сеточный носитель, состоящий из 	
K слоев. Узлы сети каждого слоя чаще всего полу-
чены проецированием точек задания поля U с по-	
верхности S(x, y) на горизонтальную плоскость, 
реже на другую криволинейную поверхность S'(x, y), 	
находящиеся в нижнем полупространстве.

Далее по полю U с применением к нему пре-
образования F вычисляется один слой нового 
параметра L, другими словами, множество значе-
ний потенциального поля U = {uij} однозначным 
образом отображается в множество значений 
L = {lij} трансформанты поля или некоторого 
«эффективного» параметра (например, эффек-

тивной плотности или намагниченности) U 
f  L. 

1 Канатулы М. Картирование палеозойского 
фундамента Озен-Карамандыбасской структуры 
по данным гравимагниторазведки. Магистерская 
диссертация. Казахский Национальный Исследо-
вательский Технический Университет имени К.И. 
Сатпаева. Алматы. 2020. 89 с. https://official.satbayev.
university/download/document/16255/-2020_МАГ_
КАНАТУЛЫ_М.pdf, дата обращения 09.12.2020 г.

Оператор преобразования F может быть построен 
как без учета разновысотности сети узлов задания 
исходного поля U, так и с учетом этого фактора.

Данная процедура повторяется K раз с 
получением K числа слоев нового параметра — 
множеств Lk, k = 1, K , которые в последующем 
объединяются в множество L* = 1

K
kk L= . Ран-

жирование слоев производится в соответствии 
с порядковым номером k; при этом каждому k 
ставится в соответствие некоторое значение тре-
тьей координаты декартова пространства z. Таким 
образом, множество L* в декартовом пространстве 
представляет собой куб данных, в котором для 
простоты интерпретации ось OZ направляют вниз 
аналогично оси глубин геологических разрезов. 
Поскольку перевод k в z достаточно условный и 
определяется простейшими соотношениями, то 
ось OZ в данном случае называют осью «эффек-
тивных» (мнимых) глубин. Графически результат 
интерпретационной томографии представляют в 
виде объемного распределения изолиний параме-
тра L или воксельного изображения, где каждому 
вокселу (voxel (англ.) — трехмерный пиксель, 
минимальный элемент объемного изображения) 
ставится в соответствие один элемент lijk.

Еще раз подчеркнем, что множество L* мощ-
нее U в K раз и имеет размерность на единицу 
больше. Предположим, что преобразование 
F можно представить в аналитическом виде, 
тогда для получения семейства трансформант 
Lk к полю U необходимо многократно применить 
преобразование на основе системы подобных 
функций Fk. Условия томографического под-
хода не требуют, чтобы эта система являлась 
ортогональной и полной, поэтому слои Lk не 
являются информационно независимыми (могут 
содержать одинаковые частотные составляющие 
в разных амплитудных соотношениях), что при-
водит к информационной избыточности L* по 
отношению к U. На первый взгляд, данный факт 
вызывает сомнение в информационной коррект-
ности интерпретационной томографии, но не 
является существенным недостатком подхода 
или препятствием к его успешному применению 
для анализа геопотенциальных полей.

Приведем в пример известный метод — 
непрерывное вейвлет-преобразование (НВП), 
которое также не требует ортогональности и 
полноты применяемой системы анализирующих 
функций. Полученный спектр вейвлет-коэф-
фициентов при НВП является информационно 
избыточным по отношению к исходному сиг-
налу, что только способствует результативности 
инструмента при анализе сложных простран-
ственных распределений или временных рядов 
(Астафьева, 1996), в том числе аномальных гео-
потенциальных полей (Khariullina (Matveeva) и 
др., 2019; Moreau et al., 1999; Sailhac et al., 2000).
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ТОМОГРАФИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Основной задачей интерпретационной томо-
графии является создание некоторого образа 
реальной геологической среды в той степени, 	
в которой среда отображается в аномальном 
поле. Очевидно, что образ кардинально опреде-
ляется применяемым методом преобразования F, 	
поэтому интерпретируя результат томографии 
важно грамотно отделять его черты (артефакты), 
которые привнесены математическим инстру-
ментом, от той целевой информации, которая 
имеется в самом поле, и которую этот инстру-
мент призван подчеркнуть. В англоязычных 
публикациях «томографический» подход часто 
называют «imaging» (построение изображения, 
англ.) (Chianese, Lapenna, 2006; Guo et al., 2011a, 
2011b; Hamzeh, Mehramuz, 2019; Iuliano et al., 2001; 
Liu et al., 2014; Mauriello, Patella, 2001, 2008), под-
черкивая, что его результат является не полно-
ценной физико-геологической моделью среды, а 
всего лишь некоторым отражением реальности 
в зеркале геопотенциальных полей.

А.И. Кобрунов впервые ввел понятие эффек-
тивных моделей геологической среды, ярким 
примером которых являются интерпретационные 
построения на основе полного нормированного 
градиента В.М. Березкина (Березкин, 1988). Одним 
из типов таких моделей являются модели эффек-
тивного параметра, который «не имеет размерность 
конкретного физического параметра, а даже если и 
имеет, то рассчитанное от него с помощью уравне-
ний математической физики поле не соответствует 
истинному» (Кобрунов, 2008, с. 32). Результаты 
интерпретационной томографии полностью отве-
чают моделям данного типа, построение которых 
необходимо «для формирования последующих 
геологических гипотез и введения содержательных 
моделей и их параметризаций» (Кобрунов, 2008, 
с. 36). Ярким примером эффективной модели 
являются результаты конечно-разностного интро-
продолжения гравитационного поля с целью 
локализации особых точек (Гласко, 2016).

По мнению авторов настоящей статьи, осно-
ванном на многолетних исследованиях грави-
тационных и магнитных полей разнообразных 
геологических структур, располагающихся в раз-
личных геодинамических обстановках, многие 
возможности теоретического обоснования метода 
интерпретационной томографии только с позиций 
математики являются ограниченными, поэтому 
данную проблему целесообразно рассмотреть с 
другой стороны. С точки зрения системной карто-
графии, эти методы представляют собой переход от 
плоских (двумерных) геоизображений к объемным 
(трехмерным) на основе аналитических компью-
терных процедур логико-математической генера-
лизации. Выделяют два основных свойства этого 
процесса: 1) генерализация любых геоизображе-
ний ведет не только к свертке и потере данных, 	

но и способствует появлению качественно новой 
информации и закономерностей; 2) последова-
тельное повышение уровня генерализации обеспе-
чивает проявление на геоизображениях элементов 
все более крупных геосистем2. Построение 3D 
диаграмм при томографических преобразованиях 
2D карт геофизических полей направлено на 
оптимизацию картографических образов (Бурдэ, 
1990), что влечет за собой улучшение восприятия 
картографической информации. Это полностью 
согласуется с мнением А.И. Кобрунова о том, что 
модели эффективного параметра являются лишь 
«специального вида изображениями», отражаю-
щими некоторые физико-геологические особен-
ности изучаемого объема среды (Кобрунов, 2008).

АППРОКСИМАЦИЯ ПОЛЯ 
ЭКВИВАЛЕНТНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ

В качестве высокотехнологичного инстру-
мента генерализации карт (цифровых моделей) 
геопотенциальных полей можно использовать 
аппроксимацию сеточным распределением 
Ω эквивалентных источников (Аронов, 1990; 
Dampney, 1969). При этом используется при-
ближение наблюденного поля U теоретическим 
полем U* на основе системы потенциальных 
функций. Данная система функций представляет 
собой совокупный аномальный эффект элемен-
тарных тел, обладающих соответствующими 
физическими характеристиками (массой или 
магнитным моментом).

Несомненными достоинствами истоко-
образной аппроксимации является возможность 
подавления помех негармонического характера 
в поле U и возможность учета перепада высот 
(апликат z) точек измерений (Балк и др., 2016). 
Наиболее трудоемкой процедурой в данном 
случае является решение СЛАУ вида:

		  Aσ = u,	 (1)
где u — вектор наблюденных значений гра-
витационного (магнитного) поля, σ — вектор 
неизвестных значений эффективной плотности 
(намагниченности) элементарных источников; 
A — матрица коэффициентов, представляющих 
собой аномальный эффект каждого источника, 
входящего в Ω, при σ = 1. Матрица A не обла-
дает свойством диагонального преобладания 	
|aij| < ∑i≠j|aij| и при криволинейной поверхности 
наблюдений z(x, y) не является симметричной 	
aij ≠ aji. При резких перепадах высот z возможно 
появление отрицательных значений коэффици-
ентов aij < 0. Экспериментально установлено, что 
при изменении глубины залегания h эквивалент-

2 Конспект лекций по дисциплине системное 
картографирование (7 семестр). СГГА. Новоси-
бирск. http://lib.ssga.ru/fulltext/UMK/..../Конспект_
лекций.pdf, дата обращения 10.12.2020 г.
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ных источников в диапазоне 1Δ ≤ h ≤ 3Δ, где Δ — 
шаг сети задания поля, числа обусловленности 
матрицы A (H — числа Тодда) va = ||A-1||||A|| могут 
изменяться в пределах 102 ≤ va ≤ 107, что говорит 
о плохой обусловленности СЛАУ (Долгаль, 
2020). Такие СЛАУ часто называют «плохими» 
(обратный оператор ||A-1|| > c, где c — достаточно 
большое число) и используют для их решения 
метод регуляризации (Старостенко, 1978; Стра-
хов, Страхов, 1999].

Однако, в отличие от обратных задач гео-
физики, в которых необходимо получение гео-
логически содержательного решения, в данном 
случае никаких ограничений на неизвестные 
физические параметры σ источников не накла-
дывается, в т. ч. допустимо не ограничивать диа-
пазон их изменения и величину градиента, свя-
занные с «гладкостью» модели. Требуется лишь 
обеспечение выполнения условия ||Aσ − u||2 ≤ ε, 	
где в роли ε обычно выступает среднеквадрати-
ческая погрешность съемки. Правильный выбор 
соотношения между шагом сети Δ и относи-
тельной глубиной источников h (Аронов, 1990) 
приводит к саморегуляризации некорректной 
задачи, сводящейся к решению СЛАУ (1).

В большинстве практических случаев число 
неизвестных σ составляет порядка 104 – 106, что 
влечет за собой необходимость использования 
приближенных итерационных методов для 
решения СЛАУ. Основные затруднения при 
этом связаны с необходимостью многократного 
вычисления элементов матрицы A, т. к. ее раз-
мерность не допускает размещения необходимого 
количества вещественных чисел в оператив-
ной памяти (RAM) компьютера. При выборе 
итерационных методов в данной ситуации 
целесообразно учитывать их арифметическую 
сложность, которая складывается из скорости 
сходимости метода и арифметической слож-
ности одной итерации. Трудоемкой операцией 
внутри каждой итерации является умножение 
матрицы A на вектор σ, что дает преимущества 
простейшим методам первого порядка, где она 
выполняется однократно, в частности — методу 
Зейделя (Бахвалов и др., 2000). Строгое доказа-
тельство сходимости метода Зейделя для СЛАУ 
(1) при криволинейной поверхности задания 
поля U привести невозможно, однако у авторов 
настоящей работы имеется многолетний опыт 
его успешного применения для истокообразной 
аппроксимации гравитационных и магнитных 
полей. В несколько раз скорость вычислений 
этим методом можно повысить за счет динамиче-
ского уменьшения размерности задачи (Долгаль, 
2002). Во многих случаях несколько лучшую 
сходимость обеспечивает метод релаксаций.

Рассмотрим возможности использования 
метода наискорейшего градиентного спуска 

(НГС) для аппроксимации магнитного поля ΔTa 
системой вертикальных полубесконечных стерж-
ней с намагниченностью Jэф = Jz. Искажения вос-
становленного поля ΔT* и различных трансфор-
мант, обусловленные разными направлениями 
вектора эффективной намагниченности Jэф реаль-
ных аномалиеобразующих объектов и аппрокси-
мирующих их элементарных источников, ранее 
экспериментально не установлены. В результате 
численных экспериментов выявлены существен-
ные искажения трансформант магнитного поля, 
приуроченные к краевым частям площади и свя-
занные с ограниченными размерами области зада-
ния исходных данных. Наиболее интенсивно эти 
эффекты проявляются при использовании одно-
уровневых аппроксимационных конструкций 
(Пугин, 2018). Проведем сравнительную оценку 
скорости и точности решения СЛАУ методами 
Зейделя и НГС на модельном примере.

Выбранная для эксперимента геомагнитная 
модель представлена несколькими различно 
намагниченными прямоугольными призмами, 
расположенными ниже поверхности S, прооб-
разом которой являлся реальный рельеф земной 
поверхности севера Сибирской платформы с 
изменением высот в диапазоне 27−445 м (табл. 1, 	
рис. 1а). Магнитное склонение D = 15°, накло-
нение I = 65°. Значения ΔTa вычислялись путем 
решения прямой задачи магниторазведки в узлах 
квадратной сети 100×100 м на земной поверх-
ности (рис. 1б). Размер матрицы значений ΔTa 
составил 121 строка на 111 столбцов, т. е. число 
неизвестных равнялось 13431.

Решение СЛАУ выполнялось для трех 
аппроксимационных конструкций, в каждой из 
которых эквивалентные источники располага-
лись непосредственно под точками измерений 
магнитного поля. Глубины h верхних кромок 
стержней относительно земной поверхности 
составили 100, 200 и 300 м соответственно. 	
На рисунке 2 в логарифмическом масштабе 
представлены графики изменения невязки 
наблюденного и модельного полей ε = ||ΔTa − ΔT*||2 	

Таблица 1. Параметры геомагнитной модели

Table 1. Parameters of the geomagnetic model

Номер 
при-
змы

Коор-
динаты 
центра, 

км

Глубины 
верхнего 

и нижнего 
основа-
ний, км

Раз-
мер 

осно-
вания, 

км

Составляю-
щие вектора 

Jэф, А/м

X Y Z1 Z2 L Jx Jy Jz

1 2.5 9.5 1 2 1 0 0 5
2 7.5 8.5 1 2 1 6 0 0
3 5.25 5.25 3 6 2 4 4 4
4 2.75 2.25 3 4 1 4 5 6
5 8.5 3.25 3 4 1 4 5 4
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Рис. 1. Модельный пример: а — карта изогипс поверхности наблюдений S; б — карта изолиний магнитного 
поля ΔT. Квадратами показаны аномалиеобразующие призмы и их номера.

Fig. 1. A model example: a — the contour map of the observation surface S; б — the contour map of the magnetic field 
ΔT. Squares and numbers show locations of parallelepipeds which are sources of magnetic anomalies.

Рис. 2. Характеристика итерационных процессов при разных глубинах источников поля: h = 100 м (а); 	
h = 200 м (б); h = 300 м (в); 1 — метод НГС; 2 — метод Зейделя.

Fig. 2. Characteristics of iteration processes for different depths of equivalent sources: h = 100 m (а), h = 200 m (б), 
h = 300 m (в); 1 — the method of the quickest gradient descent; 2 — Seidel method.

в процессе решения СЛАУ. Критерием завер-
шения расчетов являлось достижение заданной 
величины ε0 = 0.5 нТл. Легко убедиться, что с 
ухудшением обусловленности системы (ростом 
числа v) по мере погружения источников коли-
чество итераций увеличивается. Во всех случаях 
итерационный процесс сходится, однако при 	
h > 100 м для метода Зейделя монотонность 
убывания невязки нарушается. В методе НГС 
пороговое значение невязки ε0 всегда достига-
лось при меньшем числе итераций, чем в методе 	
Зейделя.

Акцентируем внимание на одной особен-
ности простейшей реализации метода Зейделя: 
текущая оценка невязки ε* = ||Aσ − u|| на итерации 	
с номером k + 1 выполняется с использованием 
значений σk и σk+1. Полученная таким обра-
зом приближенная величина ε* может быть в 
несколько раз ниже истинного значения невязки 
ε = ||Aσk+1 − u|| (рис. 3).

В методе НГС очередное приближение 
к решению СЛАУ определяется исходя из 
направления антиградиента целевой функции∇F 	
в точке σk:
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	 	 σk+1 = σk – α∇F(σk),	 (2)
где длина шага спуска

α = (Aσk − u, Aσk − u)/(A(Aσk − u), Aσk − u).	 (3)
Амплитуда магнитного поля вертикального 

стержня (нити) уменьшается по закону 1/r3, где 
r — расстояние между верхней кромкой тела и 
точкой расчета, поэтому матрица A имеет почти 
ленточную структуру, поскольку содержит эле-
менты aij ≅ 0 на удалении от главной диагонали. 

Рис. 3. Итерационный процесс решения СЛАУ ме-
тодом Зейделя при h = 200 м: 1 — истинная невязка ε, 	
2 — текущая оценка невязки ε*.

Fig. 3. The iteration process of the solution of the system 
of linear equations using Seidel method for depths of 
equivalent sources h = 200 m: 1 — true error ε of the 
approximation; 2 — current error estimation ε*.

Рис. 4. Итерационные процессы решения СЛАУ методом НГС при h = 200 м: 1 — для полностью заполнен-
ной матрицы A; 2 — для разреженной матрицы A*.

Fig. 4. Iteration processes of the solution of the system of linear equations using the method of the quickest gradient 
descent for depths of equivalent sources h = 200 m: 1 — using the initial matrix A; 2 — using the sparse matrix A*.

Например, на расстоянии r = 15h по горизон-
тали от источника величина его аномального 
эффекта не превышает 2.5×10-4 от максимума. 
Следовательно, можно выбрать достаточно малое 
значение δ коэффициентов и проводить расчеты 
с разреженной матрицей A* ≈ A с элементами

		

* ,  
0,  
ij ij

ij
ij

a a
a

a
d
d

ì ³ïï=íï <ïî

при

при
.	 (4)

Как и в случае с ленточной матрицей, удобно 
использовать нечеткое представление δ в виде 
некоторого критического расстояния r* = r (δ). 
При работе с матрицей A* не происходит суще-
ственных изменений в скорости сходимости 
итерационного процесса. Шаг спуска α (3) также 
меняется слабо даже при сравнительно малом 
r* = 900 м (рис. 4). Однако учет разреженной 
структуры матрицы коэффициентов СЛАУ суще-
ственно повышает скорость ее решения внутри 
каждой итерации методом НГС.

В таблице 2 приведены данные по решению 
СЛАУ методами Зейделя и НГС при r* = 1500 м, 
свидетельствующие о несомненных преимуще-
ствах последнего.

Выше было высказано предположение о само-
регуляризации решения СЛАУ (1), возникающей 
в процессе аппроксимации геопотенциальных 
полей эквивалентными источниками. Этот 
вопрос требует проведения отдельных исследова-
ний, однако стоит обратить внимание на близость 
результатов решения СЛАУ, полученных разными 
методами при h = 100 м (табл. 3) и сравнительно 
гладкое пространственное распределение Jэф(x, y) 
построенных моделей (рис. 5), близкое по морфо-
логии исходному магнитному полю ΔTa (рис. 1б).
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Таблица 2. Показатели решений СЛАУ для модельного примера

Table 2. Parameters of the solution of the system of linear algebraic equations for the model example

Глубина источников 
h, м

Метод НГС Метод Зейделя

Число 
итераций

Невязка
ε, нТл

Время 
счета, с

Число 
итераций

Невязка 
ε, нТл

Время 
счета, с

100 6 0.33 6 9 0.98 25
200 12 0.54 11 18 3.32 51
300 18 0.74 17 27 1.66 78

Примечание. Появление значений ε > 0.5 нТл для метода НГС обусловлено влиянием неучтенных эквива-
лентных источников, удаленных от точек расчета поля на расстояние r > r*.

Note. Values of ε  >  0.5 for the method of the quickest gradient descent appear due to the impact of unaccounted 
equivalent sources which are at a distance of r > r* from the point of calculation.

Рис. 5. Намагниченность эквивалентных источников, полученная в результате решения СЛАУ методом 
НГС при глубине h = 100 м (а) и глубине h = 300 м (б).

Fig. 5. Post maps of magnetization of equivalent sources obtained as the result of the solution of the systemof linear 
equations bythe method of the quickest gradient descent for depths of sources h = 100 m (а) and h = 300 m (б).

Таблица 3. Статистические характеристики результатов решения СЛАУ (неизвестных σ)

Table 3. Statistical characteristics of solution results of the system of linear equations (unknown σ)

Глубина 
источников h, м

Метод НГС Метод Зейделя

Интервал Среднее
Сред. квадр.

откл.
Интервал Среднее

Сред. квадр.
откл.

100 [-0.28, 0.34] 3.4×10-4 0.066 [-0.29, 0.35] 1.3×10-4 0.066
200 [-0.28, 0.48] 3.8×10-4 0.077 [-6.30, 5.12] 3.9×10-4 0.141
300 [-0.87, 0.95] 3.4×10-4 0.093 [-25.88, 32.54] 2.4×10-4 0.668

ПРИМЕРЫ «ТОМОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ»

Теперь кратко рассмотрим выбор глубины 
размещения эквивалентных источников. В.И. 
Аронов на теоретических примерах показал, что 

увеличение глубин h аппроксимирующих масс 
повышает точность последующих пересчетов 
поля (Аронов, 1990). 

Однако при этом повышается v — число 
обусловленности СЛАУ, что затрудняет процесс 
ее решения.
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В одной из реализаций метода фильтраци-
онной томографии в качестве приближенного 
аномального эффекта, обусловленного гори-
зонтальным слоем горных пород с кровлей на 
глубине h1 и подошвой на глубине h2, использу-
ется разность полей в верхнем полупространстве 
на высотах −h1 и −h2 (ось OZ направлена вниз) 
(Martyshko, Prutkin, 2003). При интерпретации 
данных гидромагнитной съемки, выполненной 
при изучении подводного вулканизма Тихого 
океана, используется вычисление вертикаль-
ной производной для модуля полного вектора 
аномального магнитного поля ∂(ΔTa)/∂z или 
аналогичного параметра ∂(ΔTa)/∂z для его вер-

тикальной составляющей (Блох и др., 2012). Эти 
преобразования с точки зрения спектрального 
анализа реализуют полосовую фильтрацию сиг-
нала с частотной характеристикой H(ω) = ω2e-ωh.

Для набора модельных тел (табл. 1, рис. 1) 	
выполним расчет производной ∂(ΔTa)/∂z на 
высоте 3000 м путем решения прямой задачи 
магниторазведки, а также проведем восстанов-
ление этой трансформанты поля при глубинах 
эквивалентных источников 100, 200 и 300 м. 	
В первом случае будут получены точные значе-
ния ∂(ΔTa)/∂z. Во втором случае для вычисленных 
трансформант различия с точными значени-
ями в евклидовой метрике будут составлять 	

Рис. 6. Карты изолиний 1-й вертикальной производной аномального магнитного поля ∂(ΔTa)/∂z на высоте 
3000 м, полученные по результатам аппроксимации эквивалентными источниками с глубинами: 100 м (а), 
200 м (б), 300 м (в) и в результате решения прямой задачи магниторазведки (г).

Fig. 6. Contour maps of the 1st vertical derivative of anomalous magnetic field ∂(ΔTa)/∂z on the horizontal plane on 
the height of 3000 m obtained on the basis of the equivalent source approximation with different depths of sources: 	
100 m (а), 200 m (б), 300 m (в), and as the result of the solution of the direct problem from parallelepipeds (г).
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0.49 нТл/км, 0.41 нТл/км и 0.35 нТл/км соот-
ветственно. Однако можно убедиться в том, что 
заметных различий в морфологии поля во всех 
случаях не наблюдается (рис. 6).

Множество точных значений ∂(ΔTa)/∂z имеет 
диапазон [−6.4, 8.5] нТл/км, т. е. погрешность 
вычисления трансформант не превышает ~3% от 
его размаха, а сами трансформанты приемлемы 
для последующей визуальной интерпретации. 
Известно, что высокая точность ε0 аналити-
ческой аппроксимации потенциального поля 
не гарантирует высокой точности его транс-
формации, что объясняется ограниченными 
размерами и дискретным характером его 
носителя (Пугин, 2018). «Томографическое пре-
образование» магнитного поля, инструментом 
которого является истокообразная аппрокси-
мация, выполняется с целью генерализации 
геоизображений и использование минималь-
ной глубины расположения эквивалентных 
источников h = Δ, где Δ — шаг сети задания 
поля, представляется вполне целесообразным. 	
В случае появления отчетливо выраженных 
искажений в периферийных частях результа-
тивной воксельной модели параметров L можно 
перейти к построению двух- или многоуровневых 
аппроксимационных конструкций (Балк и др., 
2016; Долгаль и др., 2020).

В 2020 г. авторами разработана программа 
Grad_Mag, реализующая «томографическое пре-
образование» аномального магнитного поля ΔT 

с применением истокообразной аппроксимации 
(рис. 7). После определения магнитных моментов 
эквивалентных источников осуществляется 
восстановление эффективного параметра 	
L = ∂(ΔTa)/∂z в верхнем полупространстве на 
заданных пользователем высотах. Результиру-
ющий цифровой массив вокселей представляет 
собой эффективную геомагнитную модель 
изучаемого объема среды. По вертикальной оси 
OZ откладываются высоты пересчета, т. е. значе-
ния глубин носят условный характер.

Рассмотрим пример применения программы 
Grad_Mag для интерпретации данных гидро-
магнитной съемки над подводным вулканом 
3.18, расположенным в пределах Курильской 
островной дуги (Блох и др., 2020; Подводный…, 
1992). Построение куба значений первой верти-
кальной производной аномального магнитного 
поля позволило установить наличие внутри 
вулканической постройки двух крупных суб-
вертикальных зон, прослеживающихся на зна-
чительную глубину (более 2 км) и двух меньших 
намагниченных объектов, наклонно причленя-
ющихся к ним до глубины ~500 м. Максимально 
высокими магнитными свойствами обладает 
привершинная часть основных и боковых зон. 
С глубиной намагниченность снижается. Таким 
образом, выявленные линейные зоны повышен-
ных значений ∂(ΔTa)/∂z  предположительно явля-
ются центральными и боковыми подводящими 
каналами подводного вулкана 3.18 (рис. 8).

Рис. 7. Главное окно программы Grad_Mag.

Fig. 7. The main window of the Grad_Mag program.
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Рис. 8. Результаты использования программы Grad_Mag для интерпретации гидромагнитной съемки над 
подводным вулканом 3.18:  а — карта изолиний аномального магнитного поля; б — куб значений параметра 
L = ∂(ΔTa)/∂z ; в — вертикальные срезы куба по линиям АБ и ВГ.

Fig. 8. Results ofapplication ofGrad_Magfor interpretation of the marine magnetic survey above the submarine 	
volcano 3.18: а — contour map of the anomalous magnetic field; б – cube of values L = ∂(ΔTa)/∂z ; в — vertical slices of 
the cube along the lines АБ and ВГ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные результаты исследований, представ-
ленных в данной статье, сводятся к следующему:

1. «Томографическое преобразование» ано-
мального магнитного поля можно рассматривать 
как процесс последовательной генерализации 
геоизображений, а его результат — как эффек-
тивную модель изучаемого объема геологической 
среды (по классификации А.И. Кобрунова). 
Для полу чения набора «разноглубинных» 
трансформант целесообразно использовать 
аппроксимацию эквивалентными источниками, 
преимуществами которой являются учет формы 
поверхности измерений поля и подавление негар-
монической составляющей сигнала.

2. Для решения СЛАУ, возникающих в про-
цессе аппроксимации, может использоваться 
метод наискорейшего градиентного спуска, ариф-
метическая сложность которого допускает работу 
с большим объемом данных (105 и более значе-
ний поля). Числа обусловленности матрицы A 	
коэффициентов СЛАУ резко возрастают с ростом 

глубины расположения эквивалентных источни-
ков, поэтому целесообразно выбирать ее значения 
близкими шагу сети цифровой модели поля. При 
этом повышается устойчивость решения задачи, 
предположительно из-за ее естественной регу-
ляризации (саморегуляризации). Существенно 
повысить скорость вычислений позволяет учет 
разреженной структуры матрицы коэффициен-
тов A (обнуление малых значений aij).

3. Воксельные модели, характеризующие 
трехмерное пространственное распределе-
ние какого-либо эффективного параметра L, 
связанного с петромагнитными свойствами, 
явл яются так ими же образно-знаковыми 
моделями действительности (Литвинова, 2015), 
как и традиционные «плоские» (пиксельные) 
трансформанты аномального магнитного поля. 
По мнению авторов можно ставить вопрос о 
включении «томографических преобразований» 
в число инструментов магнитной картографии на 
уровне инструктивных требований.

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ № 19-05-00654 А.
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«TOMOGRAPHIC TRANSFORMATION» OF ANOMALOUS MAGNETIC FIELD 
USING GRID DISTRIBUTION OF EQUIVALENT SOURCES

A.S. Dolgal1, P. N. Novikova1, E.N. Osipova2, A.V. Pugin1, V.A. Rashidov3

1Mining Institute of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Perm, Russia, 614007 
2National Research Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russia, 634050 

3Institute of Volcanology and Seismology FEB RAS, Petropavlovsk-Kamchatsky, Russia, 683006

The article is devoted to the «tomographic» approach to the interpretation of geopotential fields. A brief 
excursus into the history of the development of interpretational (pseudo-) tomography is given. General issues 
concerning the creation of «effective» tomographic models are considered. Transformations based on the 
equivalent source technique are proposed as a key part of the tomography. This type of transformations permits 
the usage of elevation data of magnetic survey as input. When constructing an analytical approximation, 
usually a system of linear algebraic equations (SLAE) with an approximated right part is solved. Using 
a model example, some issues concerning the conditionality of SLAE for different depths of equivalent 
sources are studied. Two iterative methods for the solving of systems, the Seidel method and the quickest 
gradient descent, are compared. It is shown that the latter method makes it possible to achieve the required 
accuracy of the field approximation with a smaller number of iterations. The advantage in the calculation 
speed, when the matrix of coefficients of the transform operator (source function) is sparce, is emphasized. 
An example of using this approach to interpret magnetic field anomalies above the submarine volcano 3.18 
within the Kuril Iceland arc is presented.

Keywords: interpretation tomography, effective model, equivalent source approximation, magnetic field.
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